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Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες 
χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται 
σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης 
αναφέρεται ρητώς. 
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Χρηματοδότηση
• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος

«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς
πόρους.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο TEI Ηπείρου» έχει
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.
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Σήμερα

• Διαμέριση

• Γραφήματα (Γράφοι)

-Υπογράφημα, Κατηγορίες Γραφημάτων, Κατευθυνόμενο 
Γράφημα, Διαδρομές και Κύκλοι, Συνεκτικότητα, Δένδρα, 
Κατευθυνόμενα Γραφήματα & Σχέσεις

• Λέξεις & Γλώσσες

• Αποδείξεις

-Είδη Αποδείξεων, Απόδειξη με Κατασκευή, Απαγωγή σε   Άτοπο,  
Επαγωγή 
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Διαμέριση

• Ενός μη κενού συνόλου Α είναι ένα υποσύνολο Π του 2Α τέτοιο ώστε το 
να μην είναι στοιχείο του Π και κάθε στοιχείο του Α να ανήκει σε έναν και 
μόνον ένα σύνολο του Π. Δηλαδή, το Π να είναι διαμέριση του Α, αν το Π 
είναι ένα σύνολο υποσυνόλου του Α τέτοιο ώστε:

1) Κάθε στοιχείο του Π είναι μη κενό 
2) Τα μέλη του Π είναι ξένα μεταξύ τους
3) UΠ=Α

Παράδειγμα 
• Το {{a, b}, {c}, {d}} είναι διαμέριση του {a, b, c, d}, αλλά το {{b,c}, {c,d}} 

δεν είναι
• Τα σύνολα των άρτιων και περιττών φυσικών αριθμών σχηματίζουν μια 

διαμέριση του Ν
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Κατηγορίες Γραφημάτων 

• Ένα γράφημα ονομάζεται κατευθυνόμενο ή κατευθυντό (directed graph)
αν κάθε μια από τις ακμές του είναι προσανατολισμένη προς μία 
κατεύθυνση.

• Ένα γράφημα ονομάζεται μη-κατευθυνόμενο ή ακατεύθυντο (undirected)
αν οι ακμές του δεν είναι προσανατολισμένες.

• Συχνά συσχετίζουμε κάθε ακμή ενός γραφήματος με κάποιο βάρος
(weight). Τότε το γράφημα ονομάζεται γράφημα με βάρη ή ενεπίγραφο
γράφημα (weighted graph).

• Παραδείγματα

7

2 4



8
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Γραφήματα (Γράφοι) 

• Ένα γράφημα αποτελείται από

– ένα σύνολο V κορυφών (vertices), ή κόμβων , και

– ένα σύνολο Ε ακμών (edges). Μια ακμή είναι ένα ζεύγος (u,v) από κορυφές.

• Παράδειγμα. Το πιο κάτω σχήμα αναπαριστά το γράφημα G = (V, E) με

– V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} και Ε={(1, 2), (1, 3), (1, 6),(2, 4),(3, 4),(4, 5),(4, 6),(5, 6)}
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Υπογράφημα

• Έστω G=(V, E) και G´= (V´, E´) γραφήματα, όπου V΄ V και E΄ E. Tότε το
γράφημα G´ είναι υπογράφημα (subgraph) του γραφήματος G

• Παράδειγμα: Το γράφημα G’ είναι υπογράφημα του γραφήματος G
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Κατηγορίες Γραφημάτων 

• Ένα γράφημα ονομάζεται κατευθυνόμενο ή κατευθυντό (directed graph)
αν κάθε μια από τις ακμές του είναι προσανατολισμένη προς μία 
κατεύθυνση.

• Ένα γράφημα ονομάζεται μη-κατευθυνόμενο ή ακατεύθυντο (undirected)
αν οι ακμές του δεν είναι προσανατολισμένες.

• Συχνά συσχετίζουμε κάθε ακμή ενός γραφήματος με κάποιο βάρος
(weight). Τότε το γράφημα ονομάζεται γράφημα με βάρη ή ενεπίγραφο
γράφημα (weighted graph).

• Παραδείγματα
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Κατευθυνόμενο Γράφημα 

• G = (V,E)

– V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

– E={(1,2), (2,1), (4,2), (4,5), (3,4), (3,1), (5,6), (6,4), (6,1)}

• Στα κατευθυνόμενα γραφήματα η σειρά με την οποία 
αναφέρονται οι κόμβοι έχει σημασία. Η ακμή (6,1) υπονοεί
την ύπαρξη ακμής από την κορυφή 6 προς την κορυφή 1
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Διαδρομές και Κύκλοι 
• Μονοπάτι ή διαδρομή (path) ενός γραφήματος είναι μια ακολουθία 

κόμβων v0, v1, …, vn , όπου για κάθε i , 0  i < n, (vi , vi+1) είναι ακμή του  
γραφήματος

• Μια διαδρομή ενός γραφήματος ονομάζεται απλή (simple) αν όλες οι
κορυφές της είναι διαφορετικές μεταξύ τους, εκτός από την πρώτη και την
τελευταία οι οποίες μπορούν να είναι οι ίδιες.

• Κύκλος (cycle) ονομάζεται μια διαδρομή με μήκος >1 που ικανοποιεί
v0 = vn.

3 3

54 54
Μονοπάτι

Κύκλος
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Κύκλος 
• Κύκλος εάν ο πρώτος και ο τελευταίος κόμβος μια διαδρομής ταυτίζονται

• Απλός κύκλος είναι κάθε κύκλος που περιέχει τρείς τουλάχιστον κόμβους, 
από τους οποίος ταυτίζονται μόνο ο πρώτος και ο τελευταίος

απλός κύκλος
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Συνεκτικότητα

• Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα λέγεται συνεκτικό (connected) αν
για κάθε ζευγάρι κορυφών υπάρχει διαδρομή που τις συνδέει

• Ένα κατευθυνόμενο γράφημα που ικανοποιεί την ίδια ιδιότητα 
ονομάζεται ισχυρά συνεκτικό (strongly connected)

• Έστω ένα κατευθυνόμενο γράφημα που δεν είναι ισχυρά συνεκτικό.
Αν το μη-κατευθυνόμενο γράφημα στο οποίο αντιστοιχεί είναι
συνεκτικό, τότε το γράφημα ονομάζεται ελαφρά συνεκτικό (weakly
connected)
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Δέντρα 

• Δέντρο: Γράφημα χωρίς κύκλους

• Ρίζα και φύλλα
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Κατευθυνόμενα Γραφήματα & Σχέσεις 

• Τα κατευθυνόμενα γραφήματα μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την

αναπαράσταση διμελών σχέσεων:

– Μία σχέση αναπαρίσταται από τον γράφο G = (D , E) 

όπου

• Παράδειγμα

– Α = { 1, 2, 3, 4}

– R : > «μεγαλύτερο από» 1

34

2
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Λέξεις και Γλώσσες (1/4)

• Αλφάβητο Σ: Ένα μη κενό πεπερασμένο σύνολο συμβόλων
Παράδειγμα:
– Σ1 = {0,1} - δυαδικό αλφάβητο
– Σ2 = {α,β,γ,…,χ,ψ,ω} – ελληνικό αλφάβητο

• Λέξη επί ενός αλφαβήτου:
Οποιαδήποτε πεπερασμένη ακολουθία συμβόλων του 
αλφαβήτου
Παραδείγματα λέξεων:
– 011001 πάνω στο Σ1
– καλημέρα πάνω στο Σ2

• Γλώσσα: Οποιοδήποτε σύνολο λέξεων
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Λέξεις και Γλώσσες (2/4)

• Μήκος λέξης: Πλήθος των συμβόλων που περιέχει |w|

• Κενή λέξη: Λέξη μηδενικού μήκους, ε

• Μια λέξη w μήκους n μπορεί και να γραφτεί ως:

w = w1 w2… wn

• H ανάστροφη της λέξης w = w1 w2… wn συμβολίζεται ως wℛ και 
είναι η λέξη που προκύπτει αν γράψουμε τα σύμβολα της w σε 
αντίστροφη σειρά. Δηλαδή,

wℛ = wn wn-1… w1
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Λέξεις και Γλώσσες (3/4)

• Η z είναι υπολέξη της λέξης w αν και μόνο αν εμφανίζεται
αυτούσια μέσα στην w

– Οι λέξεις καλ, λη και μερα είναι υπολέξεις της λέξης 
καλημερα

• Αν x = x1x2…xm και y = y1y2…yn , η συναρμογή των λέξεων x και 
y συμβολίζεται ως xy και είναι η λέξη που προκύπτει αν 
συνάψουμε τη λέξη y στη λέξη x:

xy = x1x2…xm y1y2..yn
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Λέξεις και Γλώσσες (4/4)

• Για μια λέξη w γράφουμε wk για τη συναρμογή της λέξης w     
για k συνεχόμενες φορές.

• Λεξικογραφική διάταξη λέξεων είναι η συνήθης διάταξη που 
παρατηρείται στα λεξικά με τη διαφορά ότι οι βραχύτερες 
λέξεις προηγούνται των μακρύτερων
– Λεξικογραφική διάταξη όλων των λέξεων επί του 
αλφαβήτου {0,1}

{0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, …}
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Αποδείξεις

Ορολογία
– Ορισμός: περιγράφει με ακρίβεια αντικείμενα και έννοιες
– Μαθηματικές Προτάσεις: δηλώσεις για τα αντικείμενα υπό 

μελέτη
– Απόδειξη: ακολουθία επιχειρημάτων υπέρ της ισχύος μιας 

πρότασης
– Θεώρημα: μια μαθηματική πρόταση που έχει αποδειχθεί 

αληθής
– Λήμμα: βοηθητικές προτάσεις που έχουν αποδειχθεί 

αληθείς
– Πόρισμα: προτάσεις που έπονται από θεωρήματα

{0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, …}
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Είδη Αποδείξεων

• Με κατασκευή (κατασκευαστικές)

• Με απαγωγή σε άτοπο (αντίφαση)

• Με επαγωγή
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Απόδειξη με Κατασκευή

• Εφαρμόζεται όταν η πρότασή μας ισχυρίζεται την ύπαρξη 
αντικειμένων κάποιου συγκεκριμένου τύπου
– Περιγράφουμε πως μπορεί να κατασκευαστεί το 
αντικείμενο

• Παράδειγμα
Θεώρημα: Για κάθε άρτιο αριθμό n μεγαλύτερο από 
2, υπάρχει 3-κανονικό (κάθε κόμβος έχει βαθμό 3) 
γράφημα με n κόμβους
Απόδειξη:
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Απαγωγή σε Άτοπο (Αντίφαση)

• Υποθέτουμε ότι η μαθηματική πρόταση δεν ισχύει και στη 
συνέχεια δείχνουμε ότι η υπόθεση μας οδηγεί σε εσφαλμένο 
συμπέρασμα, άτοπο

• Παράδειγμα
Θεώρημα: Ο αριθμός 2 είναι άρρητος
Απόδειξη:
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Επαγωγή (1/2)

Στόχος
Να αποδειχτεί ότι η (μαθηματική) πρόταση Π(n) ισχύει για κάθε 
n  0

Μέθοδος
1. Βασική/Εναρκτήρια Περίπτωση: Επαληθεύουμε πως η Π 

ισχύει για n = 0,
2. Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουμε πως η Π ισχύει για n = k και
3. Επαγωγικό Βήμα: Αποδεικνύουμε πως η Π ισχύει για n = k+1
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Επαγωγή (2/2)

Παραλλαγές
• Αντί του 0, σε ορισμένες περιπτώσεις ενδιαφερόμαστε για n 

a, όπου το a είναι κάποιος ακέραιος

• Στο δεύτερο βήμα: Υποθέτουμε πως η Π ισχύει για n  k και
αποδεικνύουμε πως η Π ισχύει για n = k+1
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